Chapitre 7 : Matrices symétriques

7.1 Diagonalisation et théoréme spectral

Rappels

1. Soit A € M, (R). S’ existe des matrices P € M,,«,(R) inversible
et D € M,.,(R) diagonale telles que

A= PDP, D=P AP
AN
alors A est semblable & une matrice diagonale et on dit que A est

diagonalisable.

2. La matrice A est diagonalisable si et seulement s’il existe n vecteurs
propres de A linéairement indépendants.

Soient {v1, ..., v, } les n vecteurs propres linéairement indépendants.

On a
P(7.. V) et D= (An>

avec Av; = \;v;, ol les \; sont les valeurs propres de A.

Si A est diagonalisable, (v1,...,v,) est une base de R™ formée de
vecteurs propres de A.

3. Le polynéme caractéristique p4(A) est défini par
pa(A) = det(A — AI,).

pa(A) est de degré n et admet n racines, pas nécessairement toutes
réelles et pas forcément toutes distinctes. Les racines sont les valeurs
propres de A. On peut factoriser

pa(A) = (=" (A= A1) - (A= An)
ot les A1, ..., A, sont les valeurs propres de A. On a

Tr(A) =M +...+ X, et det(A) =X A
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Définition 70 (diagonalisable en base orthonormée).

Soit A € M,«n(R) une matrice. On dit que A est diagonalisable en
base orthonormée s'il existe P orthogonale et D diagonale telles que
A= PDPT.

Si A est diagonalisable en base orthonormale, alors on a

APDP

A= (777) - (p7) DTPT - POPT- A
$0nc_ A&% Pocce'men-[- S-7M&L’:C)DL¢

De plus, on remarque que

PA_PT L PP eTa=PP

[e/) UCC£W3 COQOA(\Q/) &0_, fP So(\,t d_e,u-')c Q?&ﬁw}c

r02que et pao
orbleogona x. he matrice non Syacl 9
2 // J.uL . ea base ocbl. nazs elle pa.J.'"ke MJ

Théoréme 72. Soit A € M,«, R) une matrice symétrique. Alors deux
vecteurs propres appartenant a des espaces propres distincts sont ortho-
gonau.x.
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Théoréme 73. Une matrice A € M, (R) est symétrique si et seule-
ment si elle est diagonalisable en base orthonormale.
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Théoréme 74 (Théoréme spectral des matrices symétriques). Soit une
matrice symétrique A € M, (R). Alors

1. A admet n valeurs propres réelles pas forcément distinctes. ( Compke'es awec

Cewr uu.e{:.aea.)

2. Pour chaque valeur propre \; de A, on a
etk géom = dim E = m; (neel. afy.)

3. A est diagonalisable en base orthonormale.

4. Les espaces propres sont deuxr a deux orthogonaux.
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